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Abstrak: Teori Lie dapat diterapkan dalam berbagai bidang ilmu seperti matematika keuangan. 

Menggunakan persamaan diferensial stokastik melalui gerak Brown, suatu ruang keadaan 

dinamik dapat ditentukan. Penelitian ini bertujuan untuk mengkonstruksi model suku bunga 

menggunakan grup matriks Heisenberg ℍ2 berdimensi lima. Sifat ini memberikan dua pasang 

interaksi konjugat yang terikat pada satu pusat berdasarkan pada bracket Lie-nya. Di model 

terdahulu, interaksinya sangat linear dan terbatas. Di model dimensi 5, suku bunga jangka pendek 

bisa memodelkan interaksi silang (cross-coupling) yang rumit seperti guncangan pasar (market 

shocks) yang memengaruhi ekspektasi inflasi, yang pada gilirannya menekan suku bunga jangka 

pendek secara non-linear. Dalam penelitian ini dibuktikan bahwa ruang keadaan dinamik yang 

diperoleh melalui grup matriks Heisenberg berdimensi lima mempunyai bentuk umum 𝑑𝑋 =
𝑋𝜓d𝜃 + 𝑋(𝛾1𝑋1d𝑤1 + 𝛾2𝑋2d𝑤2 + 𝛾3𝑋3d𝑤3 + 𝛾4𝑋4d𝑤4 + 𝛾5𝑋5d𝑤5) di mana 𝑋 ∈ ℍ2, 𝜓 ∈
Lie(ℍ2) = ⟨𝑋1, 𝑋2, 𝑋3, 𝑋4, 𝑋5⟩ dan d𝑤𝑖 adalah proses Wiener independen. Lebih jauh, model 

suku bunga d𝑟 juga diperoleh dalam bentuk umum d𝑟 = (𝛾1 + 𝛾2𝑟)d𝜃 + 𝛾3𝑟d𝑤 di mana 

𝛾1, 𝛾2, 𝛾3 adalah konstanta. Untuk penelitian selanjutnya, suku bunga yang dikonstruksi melalui 

grup matriks Heisenberg berdimensi 2𝑛 + 1 masih terbuka untuk dikaji.   
 

Kata kunci: Grup Lie Heisenberg; Matriks; Persamaan Diferensial Stokastik; Persamaan 

Dinamik; Suku Bunga 
 

Abstract: The Lie theory can be applied in many fields including in mathematical finance. Using 
stocastic differential equation through Brownian motion, a state space dynamic can be 
considered. The research aims to construct a short rate model using the Heisenberg matrix group 
ℍ2 of dimension five. In a 5-dimensional model, short-term interest rates can model complex 
cross-couplings, such as market shocks that affect inflation expectations, which in turn exert a 
nonlinear downward pressure on short-term interest rates.It is shown that the state space dynamic 
which is constructed by five-dimensional Heisenberg matrix group H2 is of the form 𝑑𝑋 =
𝑋𝜓d𝜃 + 𝑋(𝛾1𝑋1d𝑤1 + 𝛾2𝑋2d𝑤2 + 𝛾3𝑋3d𝑤3 + 𝛾4𝑋4d𝑤4 + 𝛾5𝑋5d𝑤5) where 𝑋 ∈ ℍ2, 𝜓 ∈
Lie(ℍ2) = ⟨𝑋1, 𝑋2, 𝑋3, 𝑋4, 𝑋5⟩ and dwi are independent Wiener processes. Moreover, the short 
rate model dr is also obtained in the form dr = (γ1 + γ2r)dθ + γ3r dw where γ1, γ2, γ3 are 
constants. For future research, short rate models constructed through 2n + 1 dimensional 
heisenberg matrix group are still open problems. 
 
Keywords: Dynamic Equation; Heisenberg Lie group; Matriks; Short rate model; 

Stochastic differential equation. 
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A. Pendahuluan 

Model suku bunga baik suku bunga jangka pendek maupun suku bunga jangka panjang 

memainkan peran penting dalam perekonomian suatu negara misalnya dalam penetapan harga 

obligasi atau bound pricing, penetapan derivatif bunga, dan kebijakan moneter. Model-model 

suku bunga yang banyak digunakan dalam perekonomian suatu negara masih berupa model 

standar seperti Vasicek, CIR, atau Hull-White. Model-model suku bunga tersebut masih 

diasumsikan sebagai proses stokastik standar tanpa mempertimbangkan struktur geometri dan 

faktor risiko. Namun, riset terkini menunjukkan bahwa memasukkan struktur non-linier 

melalui grup Lie matriks seperti grup Lie matriks Heisenberg dan grup spesial ortogonal 

dianggap dapat menangkap dinamika yang lebih kompleks dan realistis dalam evolusi suku 

bunga.  

Model-model suku bunga yang berdasarkan grup Lie matriks lebih mempertimbangkan 

faktor-faktor geometri yang mampu mengatasi kompleksitas atau risiko gagal bayar. Selain itu, 

model suku berdasarkan grup Lie matriks lebih adaptif terhadap waktu pengembalian 

pinjaman. Hal yang tidak kalah pentingnya adalah suku bunga berbasis grup Lie matriks 

mampu menangkap dinamika yang lebih kompleks dan realistis dalam evolusi suku bunga 

(Kaibe & O’Hara, 2019; Luo et al., 2012; Sinkala et al., 2008).   

Kajian terkait model suku bunga berbasis grup Lie matriks sudah ada yang meneliti hanya 

jumlahnya masih sedikit dan masih berbasis grup Lie umum (Park et al., 2011). Penelitian 

tersebut sebagian besar terfokus pada grup matriks berdimensi rendah atau symmetric positive 

definite (SPD) dan pada grup Lie matriks kompak seperti SO(3) (Bildirici et al., 2022). 

Sementara itu, grup Lie matriks Heisenberg masih belum ada yang meneliti secara 

komprehensif. Grup Lie matriks Heisenberg ini termasuk pada grup Lie matriks nilpoten yang 

tidak kompak (Cagliero & Gutierrez, 2025). Khususnya terkait model suku bunga, belum ada 

model suku bunga yang memanfaatkan struktur central extension dari grup Heisenberg 

berdimensi 5 dan penelitian teoritis serta terapan pada data pasar real juga masih sangat 

terbatas. Oleh karena itu, penelitian model suku bunga pada grup Heisenberg berdimensi 5 

sangat penting untuk dilakukan.   

Meskipun demikian, beberapa penelitian pendahuluan telah banyak dilakukan peneliti, 

antara lain: penerapan pola grup Lie Heisenberg-Weyl pada kasus pricing kernel yaitu terkait 

Quantization of Quadratic Hamiltonians, penerapan grup Lie matriks SO(2) dalam korelasi 

aset volatile (Bildirici et al., 2025), analisis simetri pada pricing obligation kupon nol dan solusi 
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tertutup berdasarkan struktur grup yaitu penerapan teori simetri Lie untuk persamaan 

diferensial parsial model suku bunga (Kaibe & O’Hara, 2019) serta penerapan simetri Lie pada 

opsi finansial dan Heston model dengan suku bunga stokastik untuk penentuan harga derivatif 

(Tseng et al., 2021).  Secara singkat, model suku bunga melalui pendekatan berbasis grup Lie 

telah berkembang dalam dua arah yaitu quantization dan simetri untuk pricing kernel, dan 

pemodelan struktur korelasi dan suku bunga melalui persamaan diferensial stokastik dan 

persamaan diferensial parsial. Namun, aplikasinya pada grup Lie matriks Heisenberg 

berdimensi 5 masih terbatas dan perlu diteliti lebih jauh khususnya dengan menggunakan 

persamaan diferensial stokastik.  

Selanjutnya, model suku bunga berbasis grup Lie matriks dapat diterapkan dalam 

pembiayaan hijau atau green finance (C. Liu & Wu, 2023; N. Liu et al., 2020; Miao et al., 

2025; H. Wang et al., 2023; W. Wang & Zhang, 2022). Penelitian-penelitian tentang 

pembiayaan hijau sudah banyak dikembangkan oleh para peneliti khususnya dalam bidang 

matematika keuangan dan ekonomi (La Torre et al., 2024; N. Liu et al., 2020; Xing et al., 2024; 

Zhang & Cheung, 2025; Zhu et al., 2025). Di sisi lain, penelitian-penelitian tentang model suku 

bunga berbasis grup Lie matriks jumlahnya masih sangat sedikit (Bildirici et al., 2022; Lim & 

Privault, 2016; Park et al., 2011). Terdapat beberapa kelemahan dari penelitian-penelitian 

model suku bunga berbasis grup Lie matriks tersebut, antara lain belum mengadopsi 

keberlanjutan terkait pembiayaan hijau dan jenis grup Lie matriks yang digunakan masih 

terbatas pada SO(3) dan masih terbatas pada grup Lie matriks kompak. Oleh karena itu, teori 

baru terkait model suku bunga berbasis grup Lie matriks masih dapat dikembangkan lebih 

lanjut. 

Oleh karena itu, penelitian ini bertujuan untuk menentukan rumus eksplisit model short 

rate pada grup Lie Heisenberg berdimensi 5 sebagai diffusional process dalam sruktur 

manifold non-abelian. Hasil yang diperoleh ternyata memperjelas atau mengkonfirmasi model 

suku bunga yang diperoleh Brenna dan Schwartz (Park et al., 2011). Brenna dan Schwartz juga 

telah menentukan sifat-sifat model suku bunga tersebut seperti eksistensi solusi, stabilitas, dan 

affine structure. Simulasi suku bunga berdasarkan grup Lie matriks dapat dilihat untuk kasus 

grup Lie matriks SO(3) (Bildirici et al., 2022). Faktor ketidakstabilan ekonomi khususnya 

dalam kondisi wabah covid-19 juga menjadi pertimbangan penentuan model suku bunga 

berbasis grup matriks SO(3). Dibandingkan dengan model suku bunga yang lain, model suku 

bunga berbasis grup matriks SO(3) lebih inovatif dan adaptif. 
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B. Metode Penelitian  

Pendekatan yang digunakan dalam penelitian ini berupa metode analisis kualitatif yaitu 

studi literatur terkait model-model suku bunga berbasis grup Lie matriks. Dalam tahap ini, 

dilakukan juga penentuan gap penelitian dan konstruksi model suku bunga pada grup Lie 

matriks Heisenberg berdimensi 5.  

Langkah-Langkah Penelitian: 

1. Studi literatur. Motivasi pemodelan suku bunga berbasis grup Lie matriks ini salah satunya 

berasal dari grup Lie matriks SO(2) = {𝐴 ∈ M2(ℝ)| det(𝐴) = 1} (Lim & Privault, 2016) 

dengan M2(ℝ) menotasikan himpunan semua matriks dengan entri bilangan real berordo 

2 × 2.  Dalam hal ini, model suku bunga pada grup Lie matriks ini diberikan oleh: 

𝑟(𝑅) = trace(𝑀𝑅)                                                              (1) 

dengan  𝑀 = (
𝑚1 𝑚2
𝑚3 𝑚4

) > 0  adalah matriks simetris definit positif dan matriks 𝑅 =

(
cos 𝜃 sin 𝜃
− sin 𝜃 cos 𝜃

) ∈ SO(2).  

 

Definisi 1 (Park et al., 2011). Misalkan 𝐺 grup Lie matriks berdimensi 𝑛 dengan Lie(𝐺) =

𝔤 = ⟨𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑛⟩. Ruang keadaan pada grup Lie mariks 𝐺 diberikan oleh persamaan    

𝑑𝑋 = 𝑋.𝜓(𝑋)𝑑𝑡 + 𝑋∑𝜏𝑖(𝑋)𝑋𝑖𝑑𝑤𝑖

𝑛

𝑖=1

                                                          (2) 

dengan 𝑋 ∈ 𝐺,  𝑑𝑋 ∈ 𝔤,  pemetaan 𝜓:𝐺 ∋ 𝑋 ↦ 𝜓(𝑋) ∈ 𝔤 dan 𝜏𝑖: 𝐺 ∋ 𝑋 ↦ 𝜏𝑖(𝑋) ∈ ℝ 

dianggap 𝐶2, serta 𝑑𝑤𝑖 menotasikan proses wiener.    

Selanjutnya,  jika pemetaan-pemetaan 𝜓 dan 𝜏𝑖 constant, maka Persamaan (1) menjadi: 

𝑑𝑋 = 𝑋𝜓 𝑑𝑡 + 𝑋𝑑𝑊                                                                                      (3) 

Lebih jauh, dengan menggunakan Persamaan (2), untuk fungsi kuadratik 𝑓(𝑋) =

1

2
trace(𝑋𝑡𝑄𝑋𝑁) dengan 𝑄 dan 𝑁 keduanya matriks simetrik, maka dinamik untuk 𝑓 

diberikan oleh persamaan: 

𝑑𝑓 = trace (𝑋𝑡𝑄𝑋(𝜓𝑁𝑑𝑡 + 𝑑𝑊.𝑁 +
1

2
𝑑𝑊.𝑁. 𝑑𝑊𝑡 +

1

2
𝑑𝑊. 𝑑𝑊.𝑁)) .      (4) 

  

2. Model pada Persamaan (2) akan dikembangkan untuk kasus grup Lie matriks heisenberg 

berdimensi 5 dengan menentukan rumus eksplisit suku bunganya. 
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C. Hasil dan Pembahasan  

Grup Lie matriks Heisenberg berdimensi 2𝑛 + 1 dinotasikan oleh ℍ𝑛 dan elemen-

elemennya dapat dinyatakan dalam bentuk matriks persegi berukuran (𝑛 + 2) × (𝑛 + 2). 

Khususnya untuk 𝑛 = 2, grup Lie matriks Heisenberg mempunyai dimensi 5 dan dinotasikan 

oleh ℍ2. Elemen-elemennya dinotasikan oleh matriks persegi berukuran 4 × 4 sebagai berikut: 

𝑋 = (

1 𝑥1 𝑥2 𝑧
0 1 0 𝑦1
0 0 1 𝑦2
0 0 0 1

) , 𝑥1, 𝑥2, 𝑧, 𝑦1, 𝑦2 ∈ ℝ.                              (5) 

Dalam hal ini, matriks 𝑋 dapat diidentifikasi oleh elemen (𝑥1, 𝑥2, 𝑦1, 𝑦2, 𝑧) ∈ ℝ
5.  

Aljabar Lie dari ℍ𝑛 dinotasikan oleh 𝔥𝑛 dan elemen-elemennya juga dapat dinyatakan 

dalam bentuk matriks persegi berukuran (𝑛 + 2) × (𝑛 + 2). Misalkan basis untuk 𝔥𝑛 diberikan 

oleh 𝐵 = {𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑛, 𝑌1, 𝑌2, … , 𝑌𝑛, 𝑍 } maka  bracket Lie untuk 𝔥𝑛 diberikan oleh persamaan 

[𝑋𝑘, 𝑌𝑘] = 𝑍,   1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛.                                                          (6) 

Elemen-elemen aljabar Lie Heisenberg 𝔥2 berdimensi 5 dapat dinyatakan dalam bentuk matriks 

berukuran 4 × 4 sebagai berikut: 

𝑋 = (

0 𝛼1 𝛼2 𝛾
0 0 0 𝛽1
0 0 0 𝛽2
0 0 0 0

) , 𝛼, 𝛼2, 𝛾, 𝛽1, 𝛽2 ∈ ℝ.                              (7) 

Dengan kata lain, 𝑋 = 𝛼𝑋1 + 𝛼2𝑋2 + 𝛽1𝑌1 + 𝛽2𝑌2 + 𝛾𝑍 dan bracket Lie-nya diberikan oleh 

[𝑋1, 𝑌1] = 𝑍 = [𝑋2, 𝑌2]. Dengan menggunakan Persamaan (2) dan (3) maka diperoleh: 

Proposisi 1. Misalkan ℍ2 grup Lie Heisenberg yang elemen-elemennya  dapat diidentifikasi 

oleh matriks  𝑋 = (

1 𝑥1 𝑥2 𝑧
0 1 0 𝑦1
0 0 1 𝑦2
0 0 0 1

) ≃ (𝑥1, 𝑥2, 𝑦1, 𝑦2, 𝑧) ∈ ℝ
5. Selanjutnya misalkan 

aljabar Lie dari ℍ2 dinotasikan oleh 𝔥2 yang basisnya diberikan oleh himpunan 𝑆 =

{𝑋1, 𝑋2, 𝑌1, 𝑌2, 𝑍} dan elemen-elemennya dapat dinyatakan dalam bentuk  

𝜓 = (

0 𝛼1 𝛼2 𝛾
0 0 0 𝛽1
0 0 0 𝛽2
0 0 0 0

) = 𝛼1𝑋1 + 𝛼2𝑋2 + 𝛽1𝑌1 + 𝛽2𝑌2 ++𝛾𝑍. 

Maka persamaan dinamik (SDE)-nya dinyatakan dalam bentuk 
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𝑑𝑑

(

 
 

𝑥1(𝑡)

𝑥2(𝑡)

𝑦1(𝑡)

𝑦2(𝑡)

𝑧(𝑡) )

 
 
≃

(

 
 

𝛼1 𝑑𝑡 + 𝑏1𝑑𝑤1
𝛼2 𝑑𝑡 + 𝑏2𝑑𝑤2
𝛽1 𝑑𝑡 + 𝑏3𝑑𝑤3
𝛽2 𝑑𝑡 + 𝑏4𝑑𝑤4

(𝛾 + 𝛽1𝑥1 + 𝛽2𝑥2)𝑑𝑡 + 𝑏5𝑑𝑤5 + 𝑥1𝑏3𝑑𝑤3 + 𝑥2𝑏4𝑑𝑤4)

 
 
.             (8) 

Bukti.  Menggunakan Persamaan (1) dan (2) diperoleh: 

𝑑𝑋 = 𝑑(𝑥1(𝑡), 𝑥2(𝑡), 𝑦1(𝑡), 𝑦2(𝑡), 𝑧(𝑡)) = 𝑋𝜓𝑑𝑡 + 𝑋∑𝑏𝑖𝑑𝑤𝑖

5

𝑖=1

 

= (

1 𝑥1 𝑥2 𝑧
0 1 0 𝑦1
0 0 1 𝑦2
0 0 0 1

)(

0 𝛼1 𝛼2 𝛾
0 0 0 𝛽1
0 0 0 𝛽2
0 0 0 0

)𝑑𝑡

+ (

1 𝑥1 𝑥2 𝑧
0 1 0 𝑦1
0 0 1 𝑦2
0 0 0 1

)(

0 𝑏1𝑑𝑤1 𝑏2𝑑𝑤2 𝑏5𝑑𝑤5
0 0 0 𝑏3𝑑𝑤3
0 0 0 𝑏4𝑑𝑤4
0 0 0 0

) 

= (

0 𝛼1 𝛼2 𝛾 + 𝛽1𝑥1 + 𝛽2𝑥2
0 0 0 𝛽1
0 0 0 𝛽2
0 0 0 0

)𝑑𝑡

+ (

0 𝑏1𝑑𝑤1 𝑏2𝑑𝑤2 𝑏5𝑑𝑤5 + 𝑥1𝑏3𝑑𝑤3 + 𝑥2𝑏4𝑑𝑤4
0 0 0 𝑏3𝑑𝑤3
0 0 0 𝑏4𝑑𝑤4
0 0 0 0

). 

Dengan kata lain, persamaan dinamik pada grup Lie Heisenberg ℍ2 diberikan oleh persamaan 

𝑑

(

 
 

𝑥1(𝑡)

𝑥2(𝑡)

𝑦1(𝑡)

𝑦2(𝑡)

𝑧(𝑡) )

 
 
≃

(

 
 

𝛼1 𝑑𝑡 + 𝑏1𝑑𝑤1
𝛼2 𝑑𝑡 + 𝑏2𝑑𝑤2
𝛽1 𝑑𝑡 + 𝑏3𝑑𝑤3
𝛽2 𝑑𝑡 + 𝑏4𝑑𝑤4

(𝛾 + 𝛽1𝑥1 + 𝛽2𝑥2)𝑑𝑡 + 𝑏5𝑑𝑤5 + 𝑥1𝑏3𝑑𝑤3 + 𝑥2𝑏4𝑑𝑤4)

 
 
. 

Selanjutnya, untuk menentukan model suku bunga 𝑟(𝑡) pada grup Lie matriks Heisenberg 

berdimensi 5 dapat menggunakan model linear sebagai berikut.  

𝑟(𝑡) = 𝑎𝑥1(𝑡) + 𝑏𝑥2(𝑡) + 𝑐𝑦1(𝑡) + 𝑑𝑦2(𝑡) + 𝑒𝑧(𝑡).                        (9) 

Proposisi 2. Model suku bunga linear 𝑑𝑟(𝑡) pada pada grup Lie matriks Heisenberg 

berdimensi 5 dapat dinyatakan sebagai berikut: 

𝑑𝑟(𝑡) = (𝑎𝛼1 + 𝑏𝛼2 + 𝑐𝛽1 + 𝑑𝛽2 + 𝑒[𝛾 + 𝛽1𝑥1 + 𝛽2𝑥2]) 𝑑𝑡 + 𝑎𝑏1𝑑𝑤1 + 𝑏𝑏2𝑑𝑤2

+ (𝑐𝑏3 + 𝑒𝑥1𝑏3)𝑑𝑤3 + (𝑑𝑏4 + 𝑒𝑥2𝑏4)𝑑𝑤4 + 𝑒𝑏5𝑑𝑤5.                               (10) 
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Bukti. Dengan menentukan turunan pertama persamaan (9) maka diperoleh 

𝑑𝑟(𝑡) = 𝑎 𝑑𝑥1(𝑡) + 𝑏 𝑑𝑥2(𝑡) + 𝑐 𝑑𝑦1(𝑡) + 𝑑𝑦2(𝑡) + 𝑒𝑑𝑧(𝑡). 

Dengan mensubstitusi persamaan (8) dalam Proposisi 1 maka didapat persamaan: 

𝑑𝑟(𝑡) = 𝑎(𝛼1 𝑑𝑡 + 𝑏1 𝑑𝑤1) + 𝑏(𝛼2 𝑑𝑡 + 𝑏2𝑑𝑤2) + 𝑐 (𝛽1 𝑑𝑡 + 𝑏3𝑑𝑤3)

+ 𝑑(𝛽2 𝑑𝑡 + 𝑏4 𝑑𝑤4)

+ 𝑒([𝛾 + 𝛽1𝑥1 + 𝛽2𝑥2]𝑑𝑡 + 𝑏5𝑑𝑤5 + 𝑥1𝑏3𝑑𝑤3 + 𝑥2𝑏4𝑑𝑤4). 

Dengan mengelompokkan faktor 𝑑𝑡 dan 𝑑𝑤𝑖 maka diperoleh: 

𝑑𝑟(𝑡) = (𝑎𝛼1 + 𝑏𝛼2 + 𝑐𝛽1 + 𝑑𝛽2 + 𝑒[𝛾 + 𝛽1𝑥1 + 𝛽2𝑥2]) 𝑑𝑡 + 𝑎𝑏1𝑑𝑤1 + 𝑏𝑏2𝑑𝑤2

+ (𝑐𝑏3 + 𝑒𝑥1𝑏3)𝑑𝑤3 + (𝑑𝑏4 + 𝑒𝑥2𝑏4)𝑑𝑤4 + 𝑒𝑏5𝑑𝑤5.                               ∎ 

Persamaan (10) ini merupakan model suku bunga Brenna and Schwartz (Park et al., 2011), 

yaitu:  

𝑑𝑟 = (𝛼 + 𝛽𝑟)𝑑𝑡 + (𝜎𝑟)𝑑𝑤.                 (11) 

D. Simpulan 

Telah dibuktikan bahwa model suku bunga pada grup Lie matriks dapat dinyakan dalam 

(10). Model suku bunga tersebut dikonstruksi melalui persamaan dinamik pada persamaan (8). 

Penelitian ini berhasil mendekonstruksi keterbatasan model suku bunga jangka pendek klasik 

(seperti Vasicek atau CIR) yang umumnya bersifat linear atau kaku dalam menangani dinamika 

pasar non-linear. Melalui formulasi Grup Lie Matriks Heisenberg Berdimensi 5, pemodelan 

suku bunga jangka pendek tidak lagi sekadar fungsi pelacakan arah (drift) dan volatilitas 

konstan.  

Secara substantif, kenaikan struktur menjadi dimensi 5 memberikan ruang geometris 

(lewat empat generator non-sentral) yang secara inheren mampu menyatukan dinamika suku 

bunga jangka pendek, volatilitas stokastik, dan efek guncangan pasar (market shocks) non-

linear ke dalam satu kesatuan aljabar yang bebas-arbitrase (arbitrage-free). Sifat non-komutatif 

dari aljabar Lie 𝔥2 terbukti secara matematis mampu menangkap fenomena cross-coupling 

yaitu bagaimana interaksi antara volatilitas dari volatilitas dan ekspektasi makroekonomi saling 

memengaruhi interdependensi suku bunga jangka pendek secara simultan, sebuah 

kompleksitas yang gagal ditangkap oleh struktur Grup Lie berdimensi rendah. Lebih jauh, 

model suku bunga ini mengkonfirmasi model suku bunga yang telah diperoleh Brenna and 

Schwartz. Untuk penelitian selanjutnya, dapat dikembangkan model suku bunga berdasarkan 

grup Lie matriks Heisenberg berdimensi 2𝑛 + 1 dan diduga juga model suku bunganya 

mengikuti model suku bunga Brenna and Schwartz.  
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