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ABSTRAK

Graf dapat direpresentasikan menjadi suatu aljabar lintasan atas lapangan K dengan
menambahkan dua aksioma yang dinotasikan dengan KE. Apabila graf diperluas dan
ditambahkan aksioma CK1 dan CK2 maka dapat didefinisikan aljabar lintasan Leavitt
yang dinotasikan dengan L(E). Pada kenyataannya KE merupakan sub aljabar dari L(E).
Aljabar lintasan Leavitt merupakan Z-aljabar bertingkat yang ideal-ideal bertingkatnya
dibangun oleh himpunan bagian titik-titik yang mempunyai sifat herediter dan
tersaturasi. Selanjutnya melalui hubungan isomorfisma suatu K-aljabar, ideal-ideal ini
dapat dikatakan sebagai aljabar lintasan Leavitt juga. Berkaitan dengan sifat sederhana
elemen aljabar lintasan Leavitt yaitu elemen yang hanya memuat lintasan-lintasan
dalam garis nyata atau garis hantu saja, dapat ditemukan syarat perlu dan cukup suatu
graf membentuk aljabar lintasan Leavitt sederhana.

Kata kunci: graf, aljabar, aljabar lintasan, Leavitt, aljabar sederhana

A. Pendahuluan

Graf merupakan objek kombinatorial yang terdiri dari garis-garis (edges) dan titik-
titik (vertex). Graf berarah dapat dipandang sebagai pasangan 4-tupel yang terdiri dari
dua himpunan dan dua pemetaan. Himpunan yang dimaksud adalah himpunan titik dan
himpunan garis. Sedangkan pemetaannya adalah pemetaan dari himpunan garis ke
himpunan titik, yang masing-masing daerah hasilnya disebut sebagai sumber/asal
(source) dan ujung/target (range) dari suatu garis dalam graf. Dengan didefinisikannya
operasi perkalian pada himpunan semua lintasan dalam graf, himpunan ini mempunyai
struktur semigrup. Selanjutnya untuk sebarang lapangan K dan graf E dapat
didefinisikan suatu K-aljabar yang disebut dengan aljabar lintasan atas lapangan K pada
E yang memiliki basis himpunan semua lintasan yang ada pada graf tersebut. Hal ini
sejalan dengan pernyataan Passman (1977) dan Wisbauer (1991), bahwa apabila
diberikan sebarang grup, bahkan semigrup terhadap operasi perkalian dan sebarang
lapangan K, maka dapat didefinisikan K-aljabar asosiatif.

Aljabar lintasan merupakan aljabar atas lapangan dengan basis himpunan semua
lintasan yang ada pada graf. Dalam hal ini graf dipandang secara aljabar, bukan sebagai

objek kombinatorial. Selain itu graf dapat diperluas sehingga terbentuk graf baru yang
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disebut graf perluasan. Salah satu ide perluasan dilakukan oleh Leavitt dengan
menambahkan adanya garis yang berlawanan arah dengan garis yang ada pada graf.
Setiap garis yang ada pada graf akan berpasangan dengan garis baru yang dibentuk yang
disebut dengan garis hantu. Dari sini dapat didefinisikan suatu aljabar lintasan atas
lapangan pada graf perluasan, yang disebut dengan aljabar lintasan Leavitt.

Himpunan {0} dan aljabar itu sendiri merupakan ideal trivial dalam suatu aljabar.
Aljabar yang hanya memuat ideal trivial disebut dengan aljabar sederhana. Dalam
tulisan ini akan diselidiki apakah bentuk graf mempengaruhi sifat sederhana aljabar
lintasan Leavitt yang dibentuk. Dengan kata lain akan diselidiki syarat apa saja yang
harus dimiliki suatu graf sehingga terbentuk aljabar lintasan Leavitt sederhana.

Untuk menjawab permasalahan ini akan dibahas tentang ideal yang ada pada
aljabar lintasan Leavitt, dengan terlebih dahulu dipelajari himpunan bagian dari titik-
titik dalam suatu graf yang mempunyai sifat khusus, yaitu himpunan bagian herediter
dan tersaturasi. Himpunan-himpunan bagian herediter dan tersaturasi ini akan

membangun ideal dalam aljabar lintasan Leavitt.

B. Aljabar Lintasan
Sebelumnya harus diketahui terlebih dahulu mengenai definisi graf. Berikut

diberikan pengertian tentang graf.
Definisi 2.1 Graf E =(E° E',r,s) merupakan 4-tupel yang memuat himpunan E.° E*,
dan fungsi-fungsi s,r:E' — E°. Anggota dari E° disebut titik dan anggota E* disebut

garis. Untuk setiap garis e, s(e) adalah sumber (source) dari e, dan r(e) merupakan
target/ujung (range) dari e.

Graf yang dimaksud disini adalah graf berarah tanpa pembatasan banyaknya garis
antara dua titik, tanpa pembatasan adanya loop dan atau sikel berarah. Dalam suatu graf

terdapat lintasan yang didefinisikan sebagai berikut.
Definisi 2.2 Diberikan graf E =(E°,E*, r,s) dan v,we E°. Sebuah lintasan (path) u

dengan panjang | >1 dengan sumber titik v dan ujung/target titik w (dengan kata lain

lintasan w berasal dari titik v menuju ke titik w) adalah barisan
vee,...ew
dimana e e E' untuk setiap 1<k <l dan s(e)=v, r(e)=s(e.,), untuk setiap

1<k <I dan r(g)=w. Lintasan yang demikian dinotasikan sebagai u =¢g¢,...§,.
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Himpunan semua lintasan dengan panjang n dinotasikan dengan E".Sedangkan

semua lintasan yang ada dalam graf E dinotasikan dengan E*. Diketahui bahwa dalam
suatu graf terdapat titik dan garis, sehingga diberikan ketentuan bahwa untuk setiap titik

v e E° diasosiasikan dengan lintasan yang panjangnya 0 dan disebut sebagai lintasan

trivial atau stasioner, sedangkan sebarang garis e € E* diasosiasikan dengan lintasan
yang panjangnya 1. Dengan demikian lintasan dengan panjang 0 dan 1

berkorespondensi satu-satu dengan elemen-elemen di E° dan E'.
Suatu lintasan u=eg,..e, dengan s(u)=s(g)=Vv dan r(u)=s(g)=w untuk

setiap v,w e E°, maka v dikatakan memancarkan (emit) x dan w dikatakan menerima
. Jika v tidak memancarkan sebarang garis dalam E', maka v dikatakan tenggelam
(sink). Dengan kata lain v tenggelam jika dan hanya jika untuk setiap e € E*, v # s(e).

Definisi 2.3 Diberikan lapangan K dan graf E =(E° E',s,r). Aljabar lintasan pada

graf E atas lapangan K dinotasikan KE adalah K-aljabar yang sebagai K-ruang vektor
mempunyai basis himpunan semua lintasan dalam E dan memenuhi syarat:

1. vy, = 5,v, untuk setiap v;,v; € E°

2. ¢, =¢r(e)=s(e)e untuk setiap e, e E*

Contoh 2.41
1. Diberikan graf E berikut:

Gambar 1
Aljabar lintasan KE atas graf pada Gambar 1 memiliki basis {u;,u,,us,, u,,

e,e,,e,, 6,6} Dimana setiap titik, garis, dan lintasannya dapat dinyatakan:

1 0 00 0 00O 0 00O 0 00O
0 00O 01 00 0 00O 0 00O
u1: ’u2: ,U3= ,u4= y
0 00O 0 00O 0 01O 0 00O
0 00O 0 00O 0 00O 0 0 01
0 0 01 01 00 0 00O 0 01O
0 00O 0 00O 0 01O 0 00O
€ = 1€, = Ug = 1€,65 =
0 00O 0 00O 0 00O 0 00O
0 00O 0 00O 0 00O 0 00O
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Jika diasumsikan lapangan Z, ={0,1} maka tampak bahwa :
I VU, u; e Eo;uiuj = o\, dengan ¢; =1 jika i=j dan ¢; =0 jika i# .
ii. Ve, e E';e, =g r(e) =5s(g)e yaitu e, =ue, =eu,,e, =Ue, =&,U,,e, = U,e, = &,U,

iii. Setiap elemen dalam KE merupakan kombinasi linear dari 8 matrik diatas.

Hal inilah yang menyimpulkan bahwa KE merupakan aljabar lintasan pada graf E
atas lapangan Z, ={0,1}.

2. Diberikan graf E berikut. v

Gambar 2
Aljabar lintasan atas lapangan K pada graf seperti Gambar 2 mempunyai basis

{v,e,e?,...e',..}. Aljabar lintasan KE isomorf dengan aljabar polinomial K]t]

dengan indeterminate t. e

w
3. Diberikan graf E berikut. i

Gambar 3
Aljabar lintasan KE atas graf pada Gambar 3 mempunyai basis {v,w,e}. Aljabar ini

isomorfis dengan aljabar matriks segitiga atas.

Aljabar lintasan pada suatu graf mempunyai sifat seperti dalam lemma berikut.
Lemma 2.5 Diberikan graf E dan lapangan K. Maka pernyataan berikut benar:

1. KE adalah aljabar asosiatif

2. KE merupakan K-aljabar bertingkat.

3. KE mempunyai elemen satuan jika dan hanya jika E° berhingga

4. KE berdimensi hingga jika dan hanya jika E berhingga dan asiklis.

5. Jika E° tak berhingga maka KE merupakan K-aljabar dengan lokal unit.

C. Pengertian dan Sifat-Sifat Aljabar Lintasan Leavitt

Graf dapat diperluas dengan cara membentuk garis baru (garis hantu) dari masing-

masing garis yang terdapat dalam graf (garis nyata) tapi arahnya berlawanan. Misal €

adalah garis nyata maka garis hantu dari e, dinotasikan dengan e . Berikut ilustrasinya:
€

|
V:voo—el—> o—eL> o---0 ——>g/, =W
k\’/,.vlh\’/,vz v\.\.—/.
€ e, €
Gambar 5
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Garis putus-putus merupakan garis hantu dari masing-masing garis nyata yang ada.
Perluasan graf E menghasilkan aljabar lintasan yang disebut aljabar lintasan Leavitt.

llustrasi diatas dapat dituliskan dalam definisi berikut.

Definisi 3.1 Diberikan graf E =(E° E',s,r). Perluasan graf E merupakan graf baru
yang ditulis E = (E°, E*U(EY)’,s",r") dimana (E')’ :{ei* = El} dan fungsi r’ dan s’
didefinisikan sebagai:

r 1

=TS
E

. =S;rie)=s(e) dan s'&)) =r(e)
Selanjutnya akan diberikan definisi aljabar lintasan Leavitt atas lapangan K yang

merupakan aljabar lintasan pada graf perluasan E.
Definisi 3.2 Diberikan lapangan K dan graf berhingga E. Aljabar lintasan Leavitt dari

graf E dengan koefisien dalam lapangan K didefinisikan sebagai aljabar lintasan pada

graf perluasan E yang memenuhi syarat Cuntz-Krieger berikut:

(CK1) e'e; =5;r(e;) untuk setiap e; e E*; e e (E')
(CK2) v, = Z(e e ):V)ejej untuk setiap v,  E°dengany, tidak tenggelam.

Aljabar lintasan Leavitt ini dinotasikan L(E).

Berikut ini diberikan contoh aljabar lintasan yang merupakan aljabar lintasan

Leavitt :
Contoh 3.3 Diberikan graf E berikut :
fl f2 fn—l
—>ro—>e0---o—>0
U U, U, u,
Gambar 6

Aljabar K E dengan E adalah graf pada Gambar 6 merupakan aljabar lintasan Leavitt

L(E) dan isomorfik dengan matrik aljabar M (K).o

Contoh 3.4 Diberikan graf E berikut:D
v
e

Gambar 7
Aljabar lintasan Leavitt atas graf diatas isomorfik K[ x,x™].

Selanjutnya elemen dalam aljabar lintasan Leavitt berbentuk polinomial dengan
setiap monomialnya berbentuk sebagai berikut.

Lemma 3.5 Setiap monomial dalam aljabar lintasan Leavitt L(E) berbentuk:

1. kv, dengan k; e K dan v, € E°; atau
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2. ke ...€ € ...€ dimana keK; o, 120; o+ > 0; g eE'dan ¢ e(E")

untuk0 <s <o, 0 <t <.
Menurut Definisi 2.3 dan Definisi 3.2 dapat dikatakan bahwa elemen dari L(E)

merupakan kombinasi linier dari elemen-elemen dalam {v:VEEO}U{e,e*:eeEl}
dengan koefisien dari lapangan K. Misalkan diberikan dua lintasan dalam L(E) dan
dilakukan operasi perkalian diantara keduanya, maka sebagai akibat dari CK1
(877 =5,,r(B)) akan muncul beberapa kondisi, yaitu /3"y sebagai lintasan nyata, 5"y

sebagai lintasan hantu, "y sebagai suatu titik, atau lintasan tersebut tidak terhubung

(menyambung). Lebih jelasnya pernyataan ini akan disajikan dalam lemma berikut.
Lemma 3.6 Jika E adalah suatu graf dan L(E) merupakan aljabar lintasan Leavitt,

maka untuk suatu «, 3,7,6 € E~ akan berlaku:

ay's’ , jika y=py"

o ad ,jika p=y
(@B )6 )=1 . . IR
ap" o  Jika S=yB

0 , yang lain

Aljabar lintasan Leavitt mempunyai sifat yang serupa dengan sifat pada aljabar
lintasan, seperti yang diberikan dalam Lemma 2.5. Selanjutnya akan diberikan sifat-sifat
dari L(E).

Lemma 3.7 Diberikan graf E dan lapangan K serta L(E) aljabar lintasan Leavitt atas
lapangan K. Pernyataan-pernyataan berikut berlaku: :

1. Jika himpunan titik E° berhingga maka L(E) merupakan K-aljabar unital

2. Jika himpunan titik E° tak berhingga maka L(E) merupakan K-aljabar dengan
lokal unit (aljabar yang mempunyai elemen unit lokal)

3. Aljabar lintasan Leavitt L(E) merupakan Z-aljabar bertingkat (Z-graded
algebra).

4. Sebarang himpunan dari lintasan-lintasan yang berbeda merupakan himpunan
bebas linier dalam L(E).

5. Aljabar lintasan Leavitt merupakan K-aljabar berdimensi berhingga jika dan
hanya jika graf E berhingga dan asiklis.

D. Himpunan Bagian Herediter Tersaturasi Suatu Graf

Titik suatu graf membentuk himpunan, yang didalamnya terdapat himpunan bagian
yang mempunyai sifat khusus, yaitu herediter dan tersaturasi. Dalam pembahasanan
selanjutnya akan dihubungkan dengan ideal aljabar lintasan atas graf tersebut. Untuk

sebarang graf E, himpunan lintasan yang panjangnya n, untuk n>2, dinotasikan E"
dan E"=U,,E" merupakan himpunan semua lintasan dalam graf E. Kemudian

didefinisikan suatu relasi “>» dalam E°, vyaitu (Yv,weE°), v>w, jika terdapat

€ E dengan s(u) =V dan r(u)=w.
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Definisi 4.1 H himpunan bagian dari E° dikatakan herediter jika (VV,WE EO)

v>w,ve H =>weH . Himpunan bagian H dari E° dikatakan tersaturasi jika
(VWeE®)s'(v)=@ dan r(s*(v)) cH=veH.

Kondisi tersebut dapat digambarkan dengan contoh berikut:
Contoh 4.2 b ¢

T~

a d
f €
Gambar 8
Dari gambar di atas diperoleh {c,d,e,f} merupakan himpunan bagian yang herediter dan

tersaturasi, {b,c,d,e,f} herediter tapi tidak saturasi,{a,b,c,f} tersaturasi tapi tidak
herediter dan {b,c,f} tidak herediter sekaligus tidak tersaturasi.

Suatu himpunan bagian H dari E° yang herediter tersaturasi merupakan suatu
himpunan bagian dari E° yang herediter dan juga tersaturasi. Koleksi dari semua
himpunan yang memenuhi sifat herediter dan sekaligus tersaturasi dinotasikan dengan
[0 Suatu himpunan bagian dari E°yang herediter tersaturasi secara trivial adalah
himpunan kosong dan E° sendiri.

Selanjutnya dengan menggunakan operasi perkalian elemen dalam L(E) seperti yang
dijelaskan dalam Lemma 3.6 akan dibahas mengenai bentuk ideal bertingkat dalam aljabar
lintasan Leavitt, yang dibangun oleh himpunan bagian E°. Terlebih dahulu didefinisikan
suatu ideal yang dibangun oleh H yang merupakan kombinasi linear dari monomial-
monomial yang melewati titik di H. Kemudian akan ditunjukkan pembentukkan ideal
bertingkat dalam L(E), sebagaimana diterangkan dalam lemma berikut ini.

Lemma 4.3 Diberikan graf E. Himpunan H adalah himpunan bagian dari E°yang

herediter tetapi tidak harus tersaturasi. Ideal yang dibangun oleh H adalah
I(H) = {Z Kaf*

yang merupakan ideal bertingkat.

keK,a,BeE" r(a)=r(B) e H}

Lemma 4.3 menjelaskan mengenai ideal yang dibentuk dari himpunan bagian
herediter dari E°. Tapi selain herediter juga terdapat himpunan bagian dari E° yang
tersaturasi, yang mana juga membangun suatu ideal di L(E). Ternyata titik-titik dalam
suatu ideal juga membentuk himpunan bagian herediter dan tersaturasi di E°. Pernyataan
ini diperjelas dalam lemma berikut.
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Lemma 4.4 Untuk setiap ideal | dari aljabar lintasan Leavitt L(E), 1 N E® merupakan
himpunan bagian herediter dan tersaturasi dari E°

Lemma 4.3 dan Lemma 4.4 mendasari pengertian bahwa setiap ideal bertingkat dari
suatu aljabar lintasan Leavitt dibangun oleh himpunan bagian titik-titik yang herediter
dan tersaturasi. Padahal himpunan titik-titik suatu graf merupakan elemen idempoten di
L(E). Dengan demikian suatu ideal bertingkat J di L(E) merupakan ideal yang dibangun
oleh elemen idempoten.

Uraian di atas banyak membahas tentang ideal bertingkat di L(E). Hal ini
memotivasi untuk menyelidiki apakah setiap ideal bertingkat dari suatu aljabar lintasan
Leavitt juga merupakan aljabar lintasan Leavitt. Untuk itu akan diberikan suatu lemma
yang berhubungan dengan ideal bertingkat tersebut. Sebelumnya akan didefinisikan
mengenai bentuk sederhana elemen dalam L(E). Hal ini termotivasi dari pernyataan
dalam Lemma 3. 5 mengenai bentuk monomial dalam L(E). Jika monomial tersebut
hanya memuat garis-garis nyata atau hanya memuat garis-garis hantu maka akan

membentuk elemen L(E) dalam bentuk sederhana.

Definisi_4.5 Dikatakan bahwa x e L(E) merupakan polinomial dalam semua garis
nyata jika:
X:Zrkl:lﬂkak,ﬂk eK,q ek

Elemen x e L(E) merupakan polinomial dalam semua garis hantu jika:

X=> 4B eK f ek
Selanjutnya diberikan suatu involusi linier sebagai fungsi kebalikan, yang

didefinisikan sebagai berikut.

Lemma 4.6 Jika E adalah suatu graf dan L(E) aljabar lintasan Leavitt, dapat

didefinisikan sebuah involusi linear x — X pada L(E) sebagai berikut:

1. H:kv k eK,v, e E’,

2. ke ..ee .. =ke ..ee ..e keK,0,7200+7>0¢ e eE

y I, h I I I

Dengan menggunakan involusi linier pada Lemma 4.6 dapat dibentuk graf baru.
Lebih jelasnya dapat disajikan dalam definisi berikut.
Definisi 4.7 Diberikan graf E dan & # H € Hg. Didefinisikan
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FE(H):{a:(al...an)e E"

n>15(c) € E°\H ,r(e) e E°\H(Vi<n),r(a,) H}
Kemudian diberikan F.(H)= {c7|a € FE(H)}. Selanjutnya didefinisikan graf baru
wE=(4E° 4Es"r') dengan:

1) ,E°=HUF.(H)

2) 4E'={ecE'[s(e)e H]UF.(H)

3) (VeeE')s(e)eH,s'(e)=s(e) danr'(e) =r(e)

4) Untuk setiap o € Fz(H),s'() = danr'(a) =r(a)

Graf baru yang terbentuk yaitu ,E=(,E° ,E's'r') dapat mendefinisikan
aljabar lintasan Leavitt yang dinotasikan dengan L(,, E). Bagian sebelumnya telah

dikemukakan mengenai ideal yang dibangun oleh H, yang dinotasikan dengan I(H). Jika
dihubungkan dengan graf yang baru saja dibentuk, didapat hubungan yang disajikan
dalam lemma berikut ini.

Lemma 4.8 Diberikan graf E. Untuk setiap H, himpunan bagian E° yang herediter dan

saturasi, ideal I(H) isomorfis dengan L(, E).
Pembuktiannya ditunjukkan dengan membentuk pemetaan ¢, yang didefinisikan:
i. (YweH)g(v)=v
ii. (VaeF.(H))¢(a)=aa
iii. (VeeE')(s(e) e H)g(e)=e dan g(e’) =€
iv. (V@eF(H))¢(@ =a dan g(a)=a’

Untuk menjelaskan Lemma 4.8 perhatikan Gambar 8. Ideal yang dibangun oleh H
merupakan kombinasi linier dari lintasan-lintasan yang melewati titik-titik dalam H.

Padahal L(H E)merupakan aljabar  lintasan  Leavitt atas graf baru
L E :(H E° ., El,s',r') dengan menganggap H sebagai suatu titik. Dengan demikian

dapat disimpulkan bahwa ideal yang dibangun oleh himpunan bagian herediter dan
tersaturasi akan membentuk aljabar lintasan Leavitt.

E. Lintasan Tertutup
Setiap graf pasti mempunyai lintasan. Lintasan yang bersumber dan berujung pada

satu titik yang sama disebut sebagai lintasan tertutup.
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Definisi 5.1 1. Garis e disebut jalan keluar (exit) dalam lintasan ¢ = 4, ... 1, jika
terdapat i sedemikian hingga s(e) =s() dan e # y,.

2. Sebuah lintasan tertutup berbasis di v adalah suatu lintasan =, ..., dengan
4, e E', n>1 sedemikian hingga s(u)=r(x)=v. Himpunan semua lintasan yang
demikian dinotasikan dengan CP(v).

3. Sebuah lintasan tertutup sederhana berbasis di v adalah lintasan tertutup yang
berbasis di v, 1= 4 ... 44, sedemikian hingga untuk setiap j >1, s(x;) V. Himpunan
semua lintasan yang demikian dinotasikan dengan CSP(v).

Berdasar Definisi 5.1 dapat dikatakan bahwa setiap sikel merupakan lintasan
tertutup sederhana yang berbasis di semua titiknya, tapi tidak setiap lintasan tertutup
sederhana yang berbasis di v merupakan sikel, karena dalam lintasan tertutup sederhana
yang berbasis di v dapat melewati titik-titik yang sama lebih dari satu kali. Sedangkan
setiap lintasan tertutup sederhana merupakan lintasan tertutup tapi tidak sebaliknya.

Lintasan-lintasan tertutup dalam suatu graf memenuhi relasi CK1 dan dapat dilihat

dalam lemma berikut.
Lemma 5.2 Untuk setiap z,0 e CSP(v) berlaku z'v=4,,v.
Dengan demikian lintasan-lintasan tertutup sederhana memenuhi sifat CK1, seperti

halnya garis-garis dan lintasan yang lain. Selanjutnya akan diberikan lemma yang

menjelaskan hubungan lintasan tertutup dan tertutup sederhana.

Lemma 5.3 Untuk setiap peCP(v) terdapat dengan tunggal c,,...,C, € CSP(V)
sedemikian hingga p=c;...C,,.

Berkenaan dengan hubungan CP(v) dan CSP(v) tersebut dalam Lemma 5.3, muncul
definisi derajat pengembalian yang menjelaskan banyaknya elemen CSP(v) sebagai
pembentuk suatu elemen di CP(v).

Definisi 5.4 Diberikan p e CP(v), didefinisikan derajat pengembalian (return degree)
di v dari p yaitu banyaknya m>1 sedemikian hingga untuk c,...,C, € CSP(v),
p=c, ... c,. Derajat pengembalian dinotasikan dengan RD(p)=RD,(p)=m. Pengertian
ini diperluas untuk titik-titik v e E° dengan ketentuan RD,(v)=0, dan untuk kombinasi

linier tak nol berbentuk stps, dimana p, eCP(v)U{v} dan k, e K—{0}

dinotasikan dengan RD ()" k, p, ) = maks {RD(p,)}.
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Derajat pengembalian dari lintasan dalam CSP(v) adalah satu. Demikian juga untuk
sikel, karena merupakan lintasan tertutup sederhana yang berbasis di semua titik yang
dilewatinya. Lemma 5.2 dan 5.3 hanya menjelaskan hubungan lintasan tertutup dan
tertutup sederhana, padahal masih ada lintasan tertutup lainnya yaitu sikel. Dengan
mengaitkan definisi jalan keluar dalam suatu lintasan tertutup dapat dilihat sifat-
sifatnya.

Lemma 5.5 Diberikan grap E. Kondisi berikut akan saling ekuivalen:

1. Setiap sikel mempunyai jalan keluar.

2. Setiap lintasan tertutup mempunyai jalan keluar.

3. Setiap lintasan tertutup sederhana mempunyai jalan keluar.

4

Untuk setiap v, e E°, jika CSP(v,) =, maka terdapat ceCSP(v,) yang

mempunyai jalan keluar.
Demikian telah diberikan sifat-sifat lintasan tertutup yang terdapat dalam suatu
graf. Sifat-sifat ini akan digunakan untuk mempelajari sifat sederhana (simplisitas)

dalam aljabar lintasan Leavitt.

F. Simplisitas dalam Aljabar Lintasan Leavitt

Akhir dari pembahasan dalam tulisan ini adalah syarat perlu dan cukup suatu graf
membentuk aljabar lintasan Leavitt sederhana. Namun sebelum dibahas hal tersebut
harus dipelajari dulu mengenai beberapa kasus berkaitan dengan sifat kesederhanannya
(simplisitasnya). Misalnya polinomial-polinomial yang hanya memuat garis nyata atau
garis hantu saja. Sebelumnya akan diberikan dulu proposisi-proposisi yang berkenaan
dengan elemen-elemen sederhana yaitu polinomial yang hanya memuat garis-garis
nyata saja.
Proposisi 6.1 Diberikan graf E dengan sifat bahwa setiap sikelnya mempunyai jalan

keluar. Jika o € L(E) merupakan polinomial yang hanya memuat garis nyata saja
dengan deg(a) >0, maka terdapat a,beL(E) sedemikian hingga aab=0
merupakan polinomial yang hanya memuat garis nyata dan deg(aab) < deg(«).

Secara garis besar Proposisi 6.1 mengatakan bahwa jika diberikan elemen dalam
L(E) yang hanya memuat garis nyata saja pasti akan ditemukan dua elemen L(E) lainnya
sedemikian hingga jika ketiga elemen tersebut dioperasikan dapat ditemukan elemen

L(E) yang hanya memuat garis nyata dengan derajat lebih rendah. Bahkan hasil

perkalian ketiga elemen tadi dapat menghasilkan elemen dalam E°, atau berupa titik.
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Sehingga irisan suatu ideal J dalam L(E) yang hanya memuat garis nyata dengan E°
tidak kosong. Pernyataan ini merupakan akibat yang muncul dari Proposisi 6.1 dan
untuk lebih jelasnya dinyatakan dalam Akibat 6.2 dan Akibat 6.3 berikut ini.

Akibat 6.2 Diberikan graf E dengan sifat bahwa setiap sikelnya mempunyai jalan
keluar. Jika a =0 merupakan polinomial yang hanya berupa garis nyata saja maka
terdapat a,b € L(E) sedemikian hingga aab € E°.

Akibat 6.3 Diberikan graf E dengan sifat bahwa setiap sikelnya mempunyai jalan
keluar. Jika J adalah ideal dari L(E) dan memuat polinomial tak nol yang hanya berupa
garis nyata saja, maka J N E° = @.

Berdasarkan Proposisi 6.1 beserta akibat-akibat yang mengikutinya, muncul
pemikiran apakah sifat tersebut juga berlaku pada polinomial-polinomial yang hanya
memuat garis hantu. Akan digunakan involusi linier pada Lemma 4.6 untuk memetakan
elemen nyata ke dalam elemen hantu. Seiring dengan involusi yang diberikan muncul
proposisi yang berkenaan dengan polinomial yang hanya memuat garis hantu berikut.
Proposisi_6.4 Diberikan graf E dengan sifat bahwa setiap sikelnya mempunyai jalan

keluar. Jika o € L(E) merupakan polinomial yang hanya memuat garis hantu dengan

deg(ar) >0, maka terdapat a,beL(E) sedemikian hingga aab=0 merupakan

polinomial yang hanya memuat garis hantu dan deg (ﬁ) < deg(x).

Seperti halnya dalam polinomial yang hanya memuat garis nyata, polinomial yang
hanya memuat garis hantu juga mempunyai sifat berikut:

Akibat 6.5 Diberikan graf E dengan sifat bahwa setiap sikelnya mempunyai jalan
keluar. Jika o =0 merupakan polinomial yang hanya berupa garis hantu maka
terdapat a,b € L(E) sedemikian hingga aab € E°.

Akibat 6.6 Diberikan graf E dengan sifat bahwa setiap sikelnya mempunyai jalan
keluar. Jika J adalah ideal dari L(E) dan memuat polinomial tak nol yang hanya berupa
garis hantu, maka JNE° = &.

Selanjutnya dengan menggunakan sifat-sifat pada polinomial yang hanya memuat
garis nyata dan garis hantu yang dihubungkan dengan sifat herediter dan tersaturasi
akan muncul akibat berikut.

Akibat 6.7 Diberikan graf E dengan sifat:
1. Himpunan bagian E° yang hediter dan tersaturasi hanya & dan E°

2. Setiap sikel di E mempunyai jalan keluar
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Jika ideal tak nol J dari L(E) memuat polinomial yang hanya dalam garis nyata

saja (atau yang hanya memuat garis hantu saja) maka J = L(E).

Telah dibahas mengenai lintasan tertutup sampai sifat pada bentuk sederhana suatu
elemen yang hanya memuat garis nyata atau garis hantu saja. Selanjutnya akan dikaji
mengenai syarat perlu dan cukup suatu graf membentuk aljabar lintasan Leavitt
sederhana, yang disajikan dalam teorema berikut.

Teorema 6.8 Diberikan graf berhingga E. Aljabar Lintasan Leavitt L(E) merupakan
aljabar sederhana jika dan hanya jika memenuhi kondisi berikut:

1. Himpunan bagian E° yang hediter dan tersaturasi hanya & dan E°

2. Setiap sikel di E mempunyai jalan keluar

Teorema 6.8 merupakan hasil utama dalam penulisan ini. Selanjutnya akan
diberikan contoh graf yang mendefinisikan aljabar lintasan Leavitt sederhana dan yang
tidak.

Contoh 6.9 Contoh graf yang mendefinisikan aljabar lintasan Leavitt sederhana:

el e2 en—l
—>0o—>0---0—>
Vi v, A Vi
Gambar 9
Contoh 6.10 Contoh graf yang mendefinisikan aljabar lintasan Leavitt yang tidak
sederhana: v,
/7 en
vV,e”
Vl
e
v 3 e
e [ I '
«—e
Vy € vV,
Gambar 10 Gambar 11

Dengan demikian graf mempengaruhi sifat simplisitas/kesederhanaan aljabar
lintasan Leavitt yang didefinisikannya. Dari pembahasan-pembahasan sebelumnya,
suatu graf E dapat mendefinisikan aljabar lintasan dan aljabar lintasan Leavitt. Aljabar
lintasan dibangun dari lintasan-lintasan yang ada pada graf E. Artinya, lintasan-lintasan
tersebut hanya memuat garis-garis nyata. Sedangkan aljabar lintasan Leavitt dibangun
oleh lintasan-lintasan yang memuat garis-garis nyata dan atau garis-garis hantu. Artinya
terdapat lintasan yang hanya memuat garis-garis hantu saja. Dengan demikian aljabar

lintasan merupakan bagian dari aljabar lintasan Leavitt atau dinotasikan KE < L(E).

Lemma berikut memperjelaskan hubungan aljabar lintasan dan aljabar lintasan Leavitt.
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Lemma 6.11 Diberikan graf E. Aljabar KE merupakan aljabar lintasan atas lapangan
K pada graf E. Aljabar L(E) merupakan aljabar lintasan Leavitt atas lapangan K pada

graf E. Aljabar KE merupakan sub aljabar dari aljabar L(E).

G. Kesimpulan

Aljabar lintasan merupakan sub aljabar dari aljabar lintasan Leavitt yang elemennya
dibangun dari lintasan-lintasan yang hanya memuat garis nyata. Aljabar lintasan Leavitt
merupakan Z-aljabar bertingkat yang ideal-ideal bertingkatnya dibangun oleh himpunan
bagian titik-titik yang mempunyai sifat herediter dan tersaturasi. lIdeal bertingkat ini
juga membentuk aljabar lintasan Leavitt. Selanjutnya dengan menggunakan sifat
sederhana dari suatu graf dan graf perluasan dapat disimpulkan bahwa syarat perlu dan
cukup suatu graf membentuk aljabar lintasan Leavitt sederhana adalah apabila graf
tersebut bersifat setiap sikelnya mempunyai jalan keluar dan himpunan bagian dari titik-
titiknya yang herediter dan tersaturasi hanya himpunan kosong dan himpunan semua

titik itu sendiri.
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